
Технологія та конструювання в електронній апаратурі, 2024, № 1–2 49ISSN 2225-5818 (Print)
ISSN 2309-9992 (Online)

1

ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ ТЕПЛОВИХ РЕЖИМІВ

УДК 621.385:536.2

Д. т. н. Л. Д. ПИСАРЕНКО, І. Л. ЦИБУЛЬСЬКИЙ

Україна, м. Київ, КПІ ім. Ігоря Сікорського
E-mail: i.l.tsybulskyi@gmail.com

ТЕПЛОФІЗИЧНА МОДЕЛЬ ТЕРМОКАТОДА  
З ІНДУКЦІЙНИМ НАГРІВАННЯМ

Попит на прилади потужної вакуумної електроні-
ки, функціонування яких засноване на генерації по-
тужних енергетичних потоків вільних електронів та 
управлінні ними, залишається стабільно високим [1, 
2]. Електронні лампи стали основою енергоси стем, 
передавачів та інших систем генерації радіочастот. 
Потреба в нових високочастотних та мікрохвильо-
вих енергетичних вакуумних лампах задовольня-
ється за допомогою нових технологій та матеріалів 
[3]. Електронні лампи продовжують виконувати цін-
ні функції на високому рівні потужності й, особли-
во, на високих частотах. Велика потужність вакуум-
ної лампи зумовлена здатністю електродних систем 
у вакуумі підтримувати високу густину потужно сті, 
яка зазвичай становить декілька кіловатів на ква-
дратний сантиметр і може досягати 10 МВт/см2 [1]. 
При такому значенні густини потужності жоден ді-
електричний матеріал не здатен забезпечити стабіль-
ність характеристик. 

Основу конструкції електронних ламп та електро-
вакуумних пристроїв різного призначення, таких як, 
наприклад, пристрої зв’язку, іонні двигуни, термо-
електронні перетворювачі енергії, лазери на вільних 
електронах тощо [4 – 6], складають якісні термоемі-
сійні катоди — джерела електронів. Останні 50 років 
більшість комерційних термоемісійних катодів скла-
дають катоди B-, S- та M-типу [7]. 

Судячи з нинішніх тенденцій, можна стверджу-
вати, що в досяжному майбутньому електронно-
вакуумні пристрої не матимуть конкурентів для енер-
гетичних перетворень високої потужності. У зв’язку 
з необхідністю генерації струмів високої потужності 
у приладах енергетичного, комунікаційного та техно-
логічного призначень виникла низка теоретичних та 
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практичних завдань [8], і серед першочергових до-
цільно визначити такі:

— термодинамічні та електродинамічні задачі 
формування, регулювання, управління та транспор-
тування потужних електронних потоків та проце-
сів [9 – 15]; 

— задачі моделювання, аналізу, синтезу, оптимі-
зації та конструювання електронних пристроїв і сис-
тем, відповідних технічним завданням [16, 17].

Продуктивність будь-якого електронно-ваку ум-
ного приладу визначається точністю проєктування та 
виготовлення внутрішніх елементів. Серед вимог до 
оптимальної конструкції лампи є необхідність працю-
вати в умовах високої температури та витримувати 
механічні навантаження. Звісно, що кожен елемент 
вакуумного приладу відіграє в цьому свою роль, але 
базовим тут є термоелектронний катод, а його роз-
роблення — ключовим завданням процесу констру-
ювання вакуумних ламп. 

Джерелом електронів термокатодів можуть бути 
різні матеріали, однак певні їх комбінації є пере-
важними з міркувань продуктивності, надійності та 
економічності [3, 8]. Необхідну для емісії електро-
нів енергію термокатод в електронній лампі отри-
мує від перетворення електричної енергії на тепло-
ву. Катод може нагріватися безпосередньо електрич-
ним струмом (пряме розжарювання) [3] або тепло-
обміном з додатковим елементом (непряме розжа-
рювання), а також індукційним [18], лазерним [19] 
методом. Традиційно нагрівання катода здійснюєть-
ся високотемпературним резистивним підігрівачем 
у вигляді спіралі, але в такому випадку конструкція 
катодно-підігрівального вузла є доволі складною, а 
надійність та термін служби термокатода напряму 
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залежать від настання моменту перегоряння підігрі-
вача. Усунути зазначені недоліки дозволяє застосу-
вання індукційного підігріву катода. Прикладом ва-
куумного приладу з катодом, що нагрівається мето-
дом індукції, є рентгенівська трубка [2]. 

Для проєктування ефективних енергетичних 
вакуумних приладів потрібне розроблення фізико-
топологічних моделей, що описують електродина-
мічні та теплофізичні процеси, пов’язані з властиво-
стями матеріалів та геометрією приладів. Розглянуті 
у літературі процеси індукційного нагрівання пере-
важно мають відношення до термообробки матеріалів 
та інших технологічних застосувань [20, 21]. Щодо 
вакуумних електронних приладів, індукційне нагрі-
вання катода розглянуто для системи зі спіральним 
індуктором у [22] і катодом у вигляді суцільного ци-
ліндра на осі в статті [2].

Метою цієї роботи є побудова теплофізичної ма-
тематичної моделі та аналіз теплофізичних проце-
сів термокатода з індукційним нагріванням у вигляді 
циліндричного кільця, коли електромагнітна енергія 
передається, як у трансформаторі, для якого катод є 
вторинною короткозамкненою обмоткою.

Математична модель температурного поля 
термокатода з індукційним нагріванням

Індукційне нагрівання пов’язане з виникненням 
у провіднику розподілених потоків енергії внаслі-
док джоулевого тепла, генерованого індукованим 
струмом. При цьому встановлюється нестаціонар-
ний процес теплопровідності, який описується ди-
ференціальним рівнянням теплопровідності з пара-
метрами, залежними від температури: 

γ div(λ )
τ

dtc grad t w
d

= ⋅ + ,   (1)

де с — питома теплоємність;
γ — щільність;
t — температура, t = t(x1, x2, x3,τ);
τ — час;
λ — коефіцієнт теплопровідності;
w — питома потужність, w = w(x1, x2, x3,τ);
xі — координати, і = 1, 2, 3.

Це рівняння має нескінченну кількість рішень, з 
яких за допомогою початкових (часових та просто-
рових) умов з’ясовується відповідне до конструкції 
приладу рішення. Часові крайові умови зазвичай ма-
ють вигляд
t(x1, x2, x3, 0) = t0 = const,    (2)
що визначає поле значень температури у початко-
вий момент розрахунку параметрів процесу тепло-
провідності.

Просторові початкові умови визначають розподіл 
значень температури на контурних поверхнях облас-
ті, у якій протікає досліджуваний процес. Умови те-

плообміну між контурною поверхнею тіла й навко-
лишнім середовищем визначаються завданням роз-
поділу значень змінних на них. Початкова просторо-
ва умова описується загальним рівнянням

пов сер
пов

λ ( , )t f Т Т
w

é ù¶
ê ú =
ê ú¶ë û

,   (3)

де Tсер, Tпов — значення температури навколишнього 
середовища та поверхні тіла відповідно.

Аналітичне розв’язання задачі про теплообмін 
між тілами в середовищі, описаної виразами (1) — 
(3), полягає у пошуку інтеграла рівняння, що опи-
сує поширення тепла, тобто у знаходженні функції, 
яка задовольняє самому рівнянню і крайовим умо-
вам. Ця функція відбиває поле температури системи 
тіл у визначеному середовищі. Знайти точне значен-
ня функції розподілу температури (температурного 
поля) неможливо через відсутність точних аналітич-
них методів рішення загальних диференціальних рів-
нянь теплопровідності [22]. Для розв’язання таких 
задач застосовують припущення, які спрощують ма-
тематичну модель, і в результаті отримують набли-
жене рішення, достовірність якого визначається ко-
ректністю прийнятих припущень.

Просторова симетрія циліндричної конструкції ін-
дуктивного термокатода дозволяє скоротити кількість 
просторових змінних, значно спростити функціо-
нальні залежності, обмежити розв’язання задачі зна-
ходженням розподілу температурного поля з забез-
печенням достатнього ступеня точності. Розглянемо 
припущення, які приймаються в нашому випадку.

1. В циліндричній системі координат розподіл тем-
ператури в термокатоді в момент часу τ є функцією 
полярних координат: t = t(r, φ, z).

2. В конструкції приладу струм нагрівання като-
да генерується трансформатором. Цей струм ство-
рює потоки тепла в катоді, який відіграє роль вто-
ринної обмотки трансформатора. Розподіл струму до-
зволяє знайти розподіл тепла в об’ємі катода. Якщо 
Н — висота вікна трансформатора, h — висота кіль-
ця катода, то при h<<H можна прийняти, що е.р.с., 
яка наводиться в катоді, є постійною величиною для 
будь-якого його елементарного кільцевого сегмента. 
Відповідно до закону Джоуля — Ленца кількість те-
пла, що виділяється в такому сегменті катода на мо-
мент τ, дорівнює

2

e
e
τRUQ

R
= ,     (4)

де UR — е.р.с. у кільцевому сегменті катода (активна 
складова);

Rе — опір елементарного кільцевого сегмента катода.

Оскільки е.р.с. всіх кільцевих сегментів є сталою 
у часі (U R= const), з цієї формули видно, що розподіл 
тепла всередині сегмента визначається зміною його 
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опору Re. З фізичних уявлень, Re залежить від мате-
ріалу катода та є функцією радіуса r елементарного 
кільцевого сегмента і температури:

e
e 0

e
ρ (1 α ) lR t

S
= + ,     (5)

де ρ, α — питомий опір та температурний коефіцієнт 
опору матеріалу катода відповідно;

le, Se — довжина середньої лінії елементарного кільце-
вого сегмента катода та площа його радіально-
го перерізу відповідно.

Використовуючи рівняння (4) та (5), отримаємо
2

e
e

0 e

τ
ρ (1 α )

RU S
Q

t l
=

+ .   (6)

З урахуванням довжини лінії le = 2πr та об’єму 
Ve = 2πrSe кільцевого сегмента катода кількість тепла, 
що виділяється в одиниці його об’єму, складе

2
e

e 2 2
e 0

0,25 τ
π ρ (1 α )

RQ UQ
V t r

¢ = =
+

.   (7)

3. Температура в точці кільцевого сегмента, що 
змінюється під впливом створюваного струмом по-
току теплоти, визначається виразом

2
e

τ 2 2
0

0,25 τ
( )γ( ) π ρ (1 α ) ( )γ( )

RQ Ut
c t t t c t t r

¢
= =

+
,   (8)

де c(t), γ(t) — теплоємність та щільність матеріалу 
катода як функції температури відповідно. 

4. Умови теплообміну на поверхнях катода з нав­
колишнім середовищем можна вважати незалежними 
від кута φ (рис. 1), що математично визначається як

0
φ
t¶
=

¶
.      (9)

5. Нехтуючи тепловіддачею з торцевих повер-
хонь катода порівняно з бічними (торці теплоізольо-
вані — qτ1 ≈ 0, qτ2 ≈  0, див. рис. 1), у першому набли-
женні отримаємо граничну умову

0t
z

¶
=

¶
.     (10)

6. Нагрівання термокатода призводить до дина-
мічних змін його фізичних параметрів: збільшення 
температури спричиняє збільшення питомого елек-
тричного опору і теплоємності, змінюється коефіці-
єнт теплопровідності та щільність матеріалу. Все це 
викликає зміну величини електричної потужності, що 
поглинається катодом, та її розподілу по перерізу ка-
тода. При цьому, однак, можна прийняти, що протя-
гом певних проміжків часу процесу нагрівання фі-
зичні параметри зберігають деякі середні значення, 
які змінюються лише за певних значень температури. 

В результаті застосування наведених спрощень 
рівняння (1) перетворюється у диференційне рівнян-
ня з розподіленими змінними

2

2
1α( ) '

τ
t t t w

r rr
¶ ¶ ¶

= + +
¶ ¶¶

,   (11)

де cp
cp

cp cp

λ
α α ( )

γ
f t

с
= = ¹ ;

( )
γ
eQw f t

c
¢

¢ = = ;

f(t) — функція, що залежить від температури.

Для повноти визначення задачі необхідно рівнян-
ня (11) доповнити початковими умовами. Початкова 
умова для процесу індуктивного нагрівання катода 
має вигляд

t(r, 0) = T0 = const,    (12)

де T0 — температура середовища оточення та като-
да в початковий момент дії джоулевих джерел тепла 
(в момент часу τ0 = 0).

Застосування математичної моделі
Існує широкий клас джерел електронів вакуум-

них систем з різною температурою катодів, обмежи-
мо розгляд значенням 850°С — середньою темпера-
турою оксидних катодів.

У задачі індуктивного нагрівання термокатода у 
вакуумі теплообмін його поверхні з навколишнім се-
редовищем відбувається шляхом випромінювання за 
законом Стефана — Больцмана. Математичне вира-
ження таких граничних умов (3­го роду) являє собою 
нелінійне співвідношення між похідною та функцією: 

4 4
пов cеpλ εσ( )

w

t S T T
r

¶
- = -

¶
,    (13)

де S — площа граничної поверхні катода;
ε — ступінь чорноти поверхні катода;
σ — постійна Стефана — Больцмана.

Враховуючи малі розміри електричних вводів і 
кріплення катода, їхньою теплопровідністю можна 
знехтувати.

Для катода, що знаходиться у вакуумі, коли 
Тпов >>Тcер, граничні умови для внутрішньої (індекс 

Рис. 1. Циліндричний індуктивний термокатод і його  
теплові потоки
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і = 1) та зовнішньої (індекс і = 2) поверхонь з ураху-
ванням теплоізольованих торців можна записати у 
вигляді

1

2

4
1 1 1

4
2 2 2

λ ε σ ;

λ ε σ .

r

r

t S T
r

t S T
r

ìï ¶ï =ïï ¶ïïíï ¶ï- =ïï ¶ïïî
  (14)

де rі, Sі — радіус та площа поверхні відповідно;
εі — ступінь чорноти поверхні;
Ті — температура поверхні.

Рівняння (11), (12), (14) описують нестаціонарне 
поле температури термокатода з розподілом тепла за 
законом (7) з теплоізольованими торцями і теплооб-
міном випромінюванням на бічних поверхнях.

Аналітичне рішення рівняння (11) за гранични-
ми умовами (12), (14) пов’язане зі зміною розподілу 
тепла та нелінійністю граничних умов теплообміну 
з навколишнім середовищем. Аналітичних методів 
точного розв’язання такої задачі не існує. Для його 
знаходження введемо додаткове обмеження у зада-
чу: будемо шукати температурне поле катода в раді-
альному перерізі у фіксований момент часу τ регу-
лярного режиму, коли температура внутрішньої стін-
ки дорівнює t = T1.

В регулярному режимі при однакових видах те-
плообміну на поверхнях катода різниця температур 
ΔT на його зовнішній і внутрішній поверхнях при 
виконанні умови ΔT << T1 мало залежить від виду те-
плообміну й визначається розподілом тепла, тепло-
фізичними властивостями матеріалу катода та його 
геометричними розмірами. Таке спрощення дозво-
ляє перей ти від граничних умов із нелінійною залеж-
ністю теплообміну до граничних умов другого роду. 
Похибка рішення при такій зміні граничних умов за-
лежить від різниці температур ΔT, значення серед-
ньої температури та геометричних розмірів катода. 
На рис. 2 представлено результати розрахунку по-
хибки η при такій заміні, які показують, що в перед-

бачуваному інтервалі значень ΔT (ΔT << 20°С) макси-
мальна похибка ηmax не перевищує 10,2%, що відпові-
дає 2 К. Вплив геометричних розмірів катода на від-
носну похибку розрахунків  представлено на рис. 3.

З врахуванням зазначеного задача набуває тако-
го вигляду:

2

2

1 1

2

1α( ) '( ) 0;

, ;

λ 0, .

t t w r
r rr

t T r r
t r r
r

¶ ¶
+ + =

¶¶
ì = =ïïïí ¶ï = =ïï ¶î

    (15)

Далі наведемо послідовність рішення для ста-
ціо  нарного процесу

e ( )
γ

Qw f t
c
¢

¢ = ¹ .

Перепишемо вираз (15) у вигляді 
1 ( )( )

α
t t w rr

r r r
¢¶ ¶

=-
¶ ¶

й підставимо в нього значення w′(r) з використан-
ням рівняння (7) та урахуванням τ = 1 (стаціонар-
ний процес):

2

2
0

0,25( )
λπ ρ (1 )

RUt tr
r r at r

¶ ¶
=-

¶ ¶ +
, 

або ( )t t Kr
r r r

¶ ¶
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де 
2

2
0

0,25
π ρ (1 )λ

RUK
at

=
+

 — коефіцієнт розподілу вну-

трішніх теплових потоків.
Після інтегрування отримаємо

1lntr K r C
r

¶
=- +

¶
, 

або 1ln Ct rK
r r r

¶
=- +

¶
.

Рис. 2. Залежність максимальної похибки рішення від 
різниці температур на поверхнях катода
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Рис. 3. Залежність повної похибки рішення від геометрич-
них розмірів катода
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Після другого інтегрування отримаємо
2

1 2
ln ln .
2

rt K C r C=- + +

Підставимо граничні умови для знаходження по-
стійних інтегрування:

10 lnt K r C
r

¶
= =- +

¶
, → 1 2ln ;C K r=

2
1

2 1 1 2
ln ln ln
2

rC T K K r r= + - .

Тоді вираз для розподілу температури по радіусу 
катода виглядатиме так:

2 2
1

1 1 2 2
ln lnln ln ln ln
2 2

r rt T K K r r K K r r= + - - + .

Тепер знайдемо різницю температур на бічних 
поверхнях:

2 2
2 1

2 2 2 1 1 2
ln lnln ln ln ln
2 2

r rT K K r r T K K r r=- + + + - , → 

2 2
2 1 2 1 2 1(ln 2ln ln ln )

2
KT T r r r r- = - +  2

2 1(ln ln )
2
K r r= - .

Остаточно отримуємо:
2Δ ln

2
KT N= ,     (16)

де N = r2/r1 — відношення зовнішнього та внутріш-
нього радіусів катода.

На рис. 4 відображено залежність перепада між 
температурами поверхонь катода від е.р.с. у його кіль-
цевому сегменті UR для різних співвідношень розмі-
рів катода. Тут видно, що при однаковому поперечно-
му перерізі перевагу мають катоди з меншим відно-
шенням радіусів зовнішньої та внутрішньої поверх-
ні. Перепад температур в циліндричному індукцій-
ному термокатоді найбільше позначається на торце-
вих (кільцевих) поверхнях, тому емітуючі покриття 
краще наносити на бічні поверхні.

Висновки
Таким чином, результати розрахунку показали, 

що при індуктивному нагріванні попри високу те-
плопровідність матеріалу катода різниця між темпе-
ратурами його зовнішньої та внутрішньої поверхонь 
може бути суттєвою. Вирівняти температуру емітую-
чої поверхні термокатода з індукційним нагріванням 
можна за допомогою теплових екранів.

Аналітичне рішення диференціальних рівнянь для 
температурного поля, визначення температурних ха-
рактеристик катода можливе лише в окремих випад-
ках спрощеної задачі, що характеризуються стаціо-
нарністю чи регулярністю режиму нагрівання. Для 
детального та повного аналізу температурного поля 
катода з індукційним нагріванням у разі його склад-
ної форми та застосування екранів доцільно викори­
стовувати чисельний розрахунок комп’ютерних мо-
делей приладів та їхніх вузлів, що планується зроби-
ти в наступних дослідженнях.

Отримані результати можуть бути використані в 
подальшому як тестові дані для аналізу вирішення 
більш складних задач розрахунку теплових режимів 
катодного вузла з тепловим екраном і елементами 
фокусування термоелектронних потоків.
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THERMOPHYSICAL MODEL OF A THERMIONIC CATHODE WITH INDUCTION 
HEATING
A thermophysical model was built and the temperature field of a cylindrical thermionic cathode with induction heating was 
calculated, taking into account the initial and boundary conditions, based on the adoption of assumptions to simplify the 
mathematical model. During the induction heating of the cathode, a non-stationary heat conduction process is established, 
which is described by the differential equation of heat conduction with internal sources of Joule heat. The distribution of internal 
heat sources in the volume of the cathode is determined by the distribution of the ring induced current. The cylindrical design 
of the inductive thermionic cathode, due to spatial symmetry, allows to reduce the number of spatial variables, significantly 
simplify functional dependencies, and limit the algorithm for solving the problem. The problem was solved in the cylindrical 
coordinate system.

The obtained approximate solutions were assessed for the correctness of the accepted simplifications when finding the 
distribution of the temperature field with a sufficient degree of accuracy. Despite the high thermal conductivity of the cathode 
material, when the cathode is inductively heated, there can be a significant temperature difference between its outer and inner 
surfaces. The article shows the permissible temperature difference on the surface of the cathode, which limits the choice of 
geometric dimensions of the cathode. The temperature difference on the surfaces of the induction thermionic cathode is most 
affected on the end (annular) surfaces of the cathode, so it is better to apply emitting coatings to the side surfaces of the 
cylindrical cathode, thus complicating the design of the cathode.

The application of induction heating of the thermionic cathode allows to simplify the heating unit, increase the reliability and 
service life of powerful electronic devices. The obtained results are planned to be used in further research as test data for the 
analysis of more complex problems of numerical calculation of the thermal regimes of the cathode unit with heat shields and 
focusing elements of thermoelectron flows.
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